Soluciones a los ejercicios de evaluacion

1. Estddiese la continuidad de la funcién f: R — R dada por f(x) = E(x?) (parte entera de x?)
para todo x € R.

Solucién. Claramente f = E o @ donde @(x) = x2. Puesto que @ es continua en todo punto y la
funcion parte entera es continua en R \ Z, deducimos por el teorema de composicién de funciones
continuas, que f es continua en todo punto a € R tal que ¢(a) = a® ¢ Z. Es decir, f es continua
en R\ Bdonde B={\/n:neN}U{—+/n:ne€N}U{0}. Los puntos de B requieren un estudio
particular pues, a priori, no podemos asegurar que f sea discontinua en ellos.

Empecemos estudiando la posible continuidad de f en 0. Es claro que para —1 < x < 1 tenemos
que 0 < x? < 1 por lo que f(x) = 0 para todo x €] — 1, 1[. Es decir, la funcién fij—1,1] Crestriccion
de f al intervalo | — 1,1]) es la funcion constante igual a 0'y por tanto fj_; i[ es continua. Como
el intervalo | — 1,1[ es abierto deducimos, por el teorema de localizacion que f es continua en
| —1,1]y, en particular, f es continua en 0.

Consideremos ahora un punto de la forma ,/q donde g €N (fijo en lo que sigue). Para todo x €
IVg—T1,/q[ se tiene que g — 1 < x* < g por lo que f(x) = g — 1. Cualquiera sea § > 0, hay
puntos x €|, /g —8,/q+8[N]y/q—1,,/q|[ para los que | f(,/q) — f(x)| = |¢g— (g—1)| =1, por lo
que tomando €, < 1 deducimos que f no es continua en ,/q.

De forma andloga se prueba que f es discontinua en los puntos de la forma —, /g donde g€ N.

2. Probar que si f es continua en a entonces también lo es | f|. Dar un ejemplo de funcién discon-
tinua cuyo valor absoluto es continua.
Solucién. Todo lo que se necesita es la desigualdad ||u| — |v|| < [u— v|. En nuestro caso tenemos:

If = 1f @] < |f(x) = fla)]

Supuesto que f es continua en a, dado € > 0, existe & > 0 tal que si [x —a| < & y x € dom(f)
entonces | f(x) — f(a)| < € lo que, por la desigualdad anterior, implica que H Ffx)|—1f(a) H <EeYy,
por tanto,

f| es continua en a.
La funcién dada por f(x) =1 si x>0y f(x) =—1 si x <0, es discontinua en 0 pero |f| es
continua en 0.

3. Sean A, B conjuntos no vacios de nimeros reales. Supongamos que a < b paratodoa € Ay
para todo b € B. Probar que supA < infB.

Solucion. Sea C el conjunto de los mayorantes de A. La hipétesis nos dice que B C C. En con-
secuencia sup(A) = min(C) es un minorante de B y por tanto, sup(A) serd menor o igual que el
maximo minorante de B, es decir, sup(A) < inf(B).

4. Sean A, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Definamos:
A—B={a—b:acA beB};, AB={ab:acA, be B}

Pruébese que sup(A — B) = supA —infB vy, supuesto que A C R™ y B C R™, probar que

sup(AB) = supA supB.



Solucién. Sea o = sup(A), B = inf(B), Yy = sup(A — B). Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene
que a < o, B < b. En consecuencia a —b < o — 3, lo que prueba que oo — B es un mayorante de
A—B, yportanto Y< a—f.

Probaremos ahora que o — 3 < 7. Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que a — b <, es decir,
a < b+v. Esta dltima desigualdad nos dice que, fijado un elemento b € B, el nimero b+ 7Y es un
mayorante de A, por lo que o < b+ 7. Hemos obtenido asi que para todo b € B se verifica que
o — Y < b, es decir, oo — 7y es un minorante de B, y por tanto o —7y < 3, es decir, o — [ < 7.

Sea oo = sup(A), B = sup(B), u = sup(AB). Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que a < a,
b < B. En consecuencia, por ser a > 0,b > 0, ab < a.p3, 1o que prueba que .3 es un mayorante de
AB y por tanto u < o.f.

Probaremos ahora que oy < u. Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que ab < u, esto es,
a < u/b. Esta tltima desigualdad nos dice que, fijado un elemento b € B, el nimero u/b es un
mayorante de A, por lo que o < u/b. Hemos obtenido asi que para todo b € B se verifica que
b < u/a, es decir,y/o es un mayorante de B, y por tanto B < u/a, es decir, o < .



